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Systèmes avec 1 DDL (degré de liberté) 

 

Equation générale du mouvement (4 formes équivalents) 

𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇ + 𝑘𝑥 = 𝑓(𝑡) 𝑥̈ +
𝑐

𝑚
𝑥̇ +

𝑘

𝑚
𝑥 =

𝑓(𝑡)

𝑚
 𝑥̈ + 2𝜆𝑥̇ + 𝜔0

2𝑥 =
𝑓(𝑡)

𝑚
 𝑥̈ + 2𝜂𝜔0𝑥̇ + 𝜔0

2𝑥 =
𝑓(𝑡)

𝑚
 

𝜔0 = √
𝑘

𝑚
 𝜂 =

𝜆

𝜔0
=

𝑐

2𝑚𝜔0
 

𝐿𝑖𝑏𝑟𝑒 → 𝑓(𝑡) = 0  𝐹𝑜𝑟𝑐é → 𝑓(𝑡) ≠ 0 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑓 → 𝑐 = 0  𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝𝑎𝑡𝑖𝑓 → 𝑐 ≠ 0 

 

Système libre sur-amorti (𝜂 > 1) 

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−𝑟1𝑡 + 𝐵𝑒−𝑟2𝑡 𝑟1 = 𝜔0 (𝜂 + √𝜂2 − 1) 𝑟2 = 𝜔0 (𝜂 − √𝜂2 − 1) 

Système libre sous-amorti (𝜂 < 1) 

𝑥(𝑡) = 𝑋𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒𝑒−𝜆𝑡 cos(𝜔1𝑡 − 𝜑𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒) 𝜔1 = 𝜔0√1 − 𝜂2 𝑥(𝑡𝑛+1) = 𝑥(𝑡𝑛)𝑒
− 

2𝜋𝜆

𝜔1  

Puissance dissipée 𝑝(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑐𝑥̇2̅̅ ̅ Pour systèmes libres, 𝑋𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒 et 𝜑𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒 dépendent sur les conditions initiales 
 

Système forcé – Régime permanente harmonique (f(t) = F cos(ωt)) 

𝑥(𝑡) = 𝑋𝑓𝑜𝑟𝑐é cos(𝜔𝑡 − 𝜑𝑓𝑜𝑟𝑐é) 

𝑋𝑓𝑜𝑟𝑐é =
𝐹

√(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + (𝑐𝜔)2
→ 𝑋𝑓𝑜𝑟𝑐é =

𝐹

𝑘

√(1 − 𝛽2)2 + (2𝜂𝛽)2
= 𝑋𝑠𝜇(𝛽, 𝜂) 

tan(𝜑𝑓𝑜𝑟𝑐é) =
𝑐𝜔

𝑘 − 𝑚𝜔2
=

2𝜂𝛽

1 − 𝛽2
 𝛽 =

𝜔

𝜔0
 

𝑥(𝑡) = Re (𝑥(𝑡)) 𝑥(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑘 − 𝑚𝜔2 + 𝑗𝑐𝜔
=

𝑓(𝑡)

𝑘
𝐻(𝛽, 𝜂) =

𝐹

𝑘

𝑒𝑗(𝜔𝑡−𝜑)

√(1 − 𝛽2)2 + (2𝜂𝛽)2
 𝐻(𝛽, 𝜂) =

1

1 − 𝛽2 + 𝑗2𝜂𝛽
 

Résonance en amplitude Résonance en vitesse et phase Résonance en accélération 

𝜔2 = 𝜔0√1 − 2𝜂2 𝜔0 𝜔3 = 𝜔0 √1 − 2𝜂2⁄  

𝜇(𝛽2, 𝜂) = (2𝜂)−1(1 − 𝜂2)−1 2⁄  𝜇(𝛽0, 𝜂) = (2𝜂)−1 𝜇(𝛽3, 𝜂) = (1 − 2𝜂2)(2𝜂)−1(1 − 𝜂2)−1 2⁄  

Puissance dissipée : 𝑝(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑐𝑥̇2̅̅ ̅ = 𝑓(𝑡)𝑥̇(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
𝐹2

𝑚𝜔0

𝜂𝛽2

(1 − 𝛽2)2 + (2𝜂𝛽)2
 

 

Système forcé – Régime permanente périodique (f(t) = f(t + T) = f(t + 2π/ω)) 

𝑓(𝑡) =
𝐹0

2
+ ∑ (𝐴𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡) + 𝐵𝑛 sin(𝑛𝜔𝑡))∞

𝑛=1   𝐴𝑛 =
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑛𝜔𝑡) ⅆ𝑡

𝑇

0
  𝐵𝑛 =

2

𝑇
∫ 𝑓(𝑡) sin(𝑛𝜔𝑡) ⅆ𝑡

𝑇

0
  

𝑓(𝑡) =
𝐹0

2
+ ∑ 𝐹𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡 − 𝜓𝑛)∞

𝑛=1   𝐹𝑛 = √𝐴𝑛
2 + 𝐵𝑛

2 tan(𝜓𝑛) = 𝐵𝑛/𝐴𝑛 

𝑥(𝑡) =
𝐹0

2𝑘
+ ∑ 𝑋𝑛 cos(𝑛𝜔𝑡 − 𝜓𝑛 − 𝜑𝑛)∞

𝑛=1   𝜇𝑛 =
1

√(1 − 𝑛2𝛽2)2 + (2𝜂𝑛𝛽)2
 tan(𝜑𝑛) =

2𝜂𝑛𝛽

1 − 𝑛2𝛽2
 

𝑓(𝑡) = 𝐷0 + ∑ 𝐷𝑛𝑒𝑗𝑛𝜔𝑡

∞

𝑛=1

 𝑥(𝑡) =
𝐷0

𝑘
+ ∑

𝐻𝑛

𝑘
𝐷𝑛𝑒𝑗𝑛𝜔𝑡

∞

𝑛=1

 𝐷𝑛 =
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝜔𝑡 ⅆ𝑡

𝑇

0

 𝐻𝑛 =
1

1 − 𝑛2𝛽2 + 𝑗2𝜂𝑛𝛽
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Amortisseur de Frahm 
 

 
 

𝑥1(𝑡) = 𝑅𝑒(𝑥1) → 𝑥1 = 𝐴1𝑒𝑗𝜔𝑡 = 𝑋1𝑒−𝜑1𝑒𝑗𝜔𝑡 𝐴1 = 𝐹
(𝑘2−𝜔2𝑚2)+𝑗𝜔𝑐2

(𝑘1−𝜔2𝑚1)(𝑘2−𝜔2𝑚2)−𝜔2𝑚2𝑘2+𝑗𝜔𝑐2(𝑘1−𝜔2(𝑚1+𝑚2))
  

𝜇1
2 =

𝑋1
2

𝑋1𝑠
2 =

4𝜂2𝛽2 + (𝛽2 − 𝛼2)2

4𝜂2𝛽2(𝛽2(1 + 𝜀) − 1)2 + (𝜀𝛼2𝛽2 − (𝛽2 − 1)(𝛽2 − 𝛼2))
2 𝜀 =

𝑚2

𝑚1
  𝛼 =

𝜔2

𝜔1
  𝜔1 = √

𝑘1

𝑚1
  𝛽 =

𝜔

𝜔1
  

𝜇2
2 =

𝑋2
2

𝑋1𝑠
2 =

4𝜂2𝛽2 + 𝛼4

4𝜂2𝛽2(𝛽2(1 + 𝜀) − 1)2 + (𝜀𝛼2𝛽2 − (𝛽2 − 1)(𝛽2 − 𝛼2))
2 𝜂 =

𝑐2

2𝑚2𝜔1
  𝜔2 = √

𝑘2

𝑚2
  𝑋1𝑠 =

𝐹

𝑘1
  

Optimisé pour limiter mouvement de m1 sur une large plage fréquentielle : 

𝛼 =
1

1+𝜀
=

𝑚1

𝑚1+𝑚2
  𝛽𝑃

2 =
1

1+𝜀
(1 − √

𝜀

2+𝜀
); 𝛽𝑄

2 =
1

1+𝜀
(1 + √

𝜀

2+𝜀
)  𝜇1,𝑃 = 𝜇1,𝑄 = √

2+𝜀

𝜀
  

𝜂 pour μ1 maximum 

à P ou Q 

Systèmes avec n DDL 

(

𝑚11 ⋯ 𝑚1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛1 ⋯ 𝑚𝑛𝑛

) (
𝑥̈1

⋮
𝑥̈𝑛

) + (

𝑐11 ⋯ 𝑐1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑛1 ⋯ 𝑐𝑛𝑛

) (
𝑥̇1

⋮
𝑥̇𝑛

) + (
𝑘11 ⋯ 𝑘1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑘𝑛1 ⋯ 𝑘𝑛𝑛

) (

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

) = (
𝑓1

⋮
𝑓𝑛

) 𝑴𝑥̈⃗ + 𝑪𝑥̇⃗ + 𝑲𝑥⃗ = 𝑓 

Systèmes satisfaisant Caughey : 𝑪 · 𝑴−𝟏 · 𝑲 = 𝑲 · 𝑴−𝟏 · 𝑪 

Matrice noyau : 𝑨 = 𝑴−𝟏𝑲 
det(𝑨 − 𝛿𝕀) = 0 → {𝛿1,···, 𝛿𝑛}  𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑒𝑠 → 𝜔0𝑖

= √𝛿𝑖 𝑓𝑟𝑒𝑞𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑒𝑠 

𝑨 · 𝑣⃗𝑖 = 𝜔0
2

𝑖
· 𝑣⃗𝑖 → 𝑣⃗𝑖 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑒𝑠 → 𝑩 = (𝑣⃗1 … 𝑣⃗𝑛) 

Quotient de Rayleigh : R(v⃗⃗) =
v⃗⃗⃗T𝐊v⃗⃗⃗

v⃗⃗⃗T𝐌v⃗⃗⃗
 R(v⃗⃗i) =

v⃗⃗⃗i
T

𝐊v⃗⃗⃗i

v⃗⃗⃗i
T

𝐌v⃗⃗⃗i

=
ki

mi
= ω0

2
i
  R(proche de v⃗⃗i) ≈ ω0

2
i
  

Relation entre coordonnées modales et réelles : 𝑥⃗ = 𝑩 · 𝑞⃗ 𝑴𝟎 = 𝑩𝑻𝑴𝑩;  𝑪𝟎 = 𝑩𝑻𝑪𝑩;  𝑲𝟎 = 𝑩𝑻𝑲𝑩  

𝜴𝟎
𝟐 = 𝑴𝟎−𝟏

𝑲𝟎 = 𝑩−𝟏𝑴−𝟏𝑲𝑩 𝟐𝜦 = 𝑴𝟎−𝟏
𝑪𝟎 = 𝑩−𝟏𝑴−𝟏𝑪𝑩 𝜴𝟎

𝟐 𝑒𝑡 𝟐𝜦 ⅆ𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜔0
2

𝑖
 𝑒𝑡 2𝜆𝑖   

Système découplé, résoudre n fois 1 DDL :  𝑴𝟎𝑞̈⃗ + 𝑪𝟎𝑞̇⃗ + 𝑲𝟎𝑞⃗ = 𝑓0 = 𝑩𝑻𝑓 𝑞̈⃗ + 𝟐𝜦𝑞̇⃗ + 𝜴𝟎
𝟐𝑞⃗ = 𝑴𝟎−𝟏

𝑓0 

Conservatif : 𝑥⃗ = ∑
𝑣⃗𝑖

𝑚𝑖
0𝜔0𝑖

(∫ 𝑓𝑖
0(𝑡 − 𝜏) sin(𝜔0𝑖

𝜏) ⅆ𝜏
𝑡

0

+ 𝑣⃗𝑖
𝑇𝑴 𝑥̇⃗𝑖𝑛𝑖 sin(𝜔0𝑖

𝑡) + 𝜔0𝑖
𝑣⃗𝑖

𝑇𝑴 𝑥⃗𝑖𝑛𝑖 cos(𝜔0𝑖
𝑡))

𝑛

𝑖=1

 

Forcé harmonique : 𝑋⃗(𝑗𝜔) = ∑ 𝑣⃗𝑖𝑄𝑖(𝑗𝜔)

𝑛

𝑖=1

= [∑
𝑣⃗𝑖 ⊗ 𝑣⃗𝑖

𝑚0𝑖(−𝜔2 + 2𝑗𝜂𝑖𝜔0𝑖𝜔 + 𝜔0𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

] 𝐹⃗(𝑗𝜔) = 𝐻(𝑗𝜔)𝐹⃗(𝑗𝜔) 

Systèmes Continus 

Vibration (y) de Cordes : 

(σ contrainte, ρ densité) 

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜎

𝜌

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
 

Vibration (u) de Barres : 

(E module de Young, ρ densité) 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝐸

𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

Vibration (φ) en Torsion : 

(G module de glissement, ρ densité) 

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝐺

𝜌

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
 Solution : (𝐴𝑛 cos (

𝜔𝑛

𝑎
𝑥) + 𝐵𝑛 sin (

𝜔𝑛

𝑎
𝑥)) cos(𝜔𝑛𝑡) 

Vibration (y) de poutres droites : 

(I moment d’inertie, A aire de la section ) 

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
= −

𝐸𝐼

𝜌𝐴

𝜕4𝑦

𝜕𝑥4
  

Solution : 𝑦𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑛 cos (
𝛼𝑛

𝐿
𝑥) + 𝐵𝑛 sin (

𝛼𝑛

𝐿
𝑥) + 𝐶𝑛 cosh (

𝛼𝑛

𝐿
𝑥) + 𝐷𝑛 sinh (

𝛼𝑛

𝐿
𝑥)) cos(𝜔𝑛𝑡) (

α𝑛

𝐿
)

4 EI

ρA
= ωn

2  

 

𝑘1 𝑚1

𝑘2
𝑚2

𝑐2

𝐹 cos 𝜔𝑡


